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Die Formulierung der Elektronenbeugung mittels einer Streumatrix
und ihre praktische Verwendbarkeit
Von H. Nieurs

Aus dem Institut fiir Elektronenmikroskopie am Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft,
Berlin-Dahlem
(Z. Naturforschg. 14 a, 504—511 [1959] ; eingegangen am 23. Februar 1959)

Fir die Elektronenbeugung an durchstrahlten Kristallen (Lave-Fall) und ihre Begleitprozesse
(Reflexionen) konnen aus der dynamischen Beugungstheorie Matrixoperatoren hergeleitet werden.
Sie beschreiben die Wandlung der Amplitudenverteilung nach Strahlrichtungen und erlauben die
explizite Darstellung der Intensitdten austretender und reflektierter Strahlen auch im Mehrstrahl-Fall,
ohne daB eine Bestimmung von Wellenfeldern im Kristall (Losung eines Eigenwertproblems) erforder-
lich wird. Dem tiblichen Eigenwertverfahren ist dieses Streumatrixverfahren fast stets dadurch iiber-
legen, daB3 der Rechenaufwand bei der Anwendung erheblich geringer ist.

Zur rechnerischen Bestimmung der Strahlintensita-
ten im Elektronenbeugungsbild einer durchstrahlten
Kristallplatte hat Sturkey ! eine Streumatrix ange-
geben, mit deren Hilfe auch die Wechselwirkungen
der abgebeugten Strahlen untereinander erfafit wer-
den sollen, die schon bei nicht sehr kleinen Kristall-
dicken bedeutend sind. Dem (im leider sehr knap-
pen Vortragsbericht mitgeteilten) Resultat mull man
jedoch entnehmen, dall ihm Voraussetzungen zu-
grunde liegen, die seine Giiltigkeit zumindest un-
angenehm einschranken. Da nidmlich die angegebene
Matrix N eine Hermitesche ist, folgt fir die Partial-
wellenamplituden ¢, (¢) nach der Kristalldicke ¢ die
Beziehung

Slen@ =" ea(0)%;

h h
dagegen fordert die Bilanz zwischen einfallendem
und austretendem Strahlstrom in Wirklichkeit

Z Cos 7p * l P (2) ‘2 = Z COS Yp + ] @1 (0) l2,
h h

wenn 7, den Winkel zwischen der Normale zur Kri-
stallplatte und der Richtung des Beugungsstrahls zum
Indextripel & bedeutet. In der angegebenen Streu-
matrix sind also offenbar die Richtungsunterschiede
der Strahlen in irgendeiner Weise vernachldssigt.
Das ist bedenklich, wenn gebeugten Strahlen dadurch
falsche Anregungsfelder fiir weitere Beugungen zu-
geordnet werden. Formal und fiir die Anwendung
nachteilig erscheint auch, daf} die auf der Basis der
geometrischen Beugungstheorie aufgestellten Matrix-
elemente von J selbst noch von der Kristalldicke
abhéngig sind.

1 L. Sturkey, Acta Cryst. 10, 858 [1957].

Im folgenden soll die Streumatrix fir die durch-
strahlte Kristallplatte auf der Basis der dynamischen
Beugungstheorie und unter den dort fiir den Laue-
Fall iiblichen Annahmen und Néherungen hergeleitet
werden. Die ebenfalls durchfithrbare strenge Matrix-
formulierung, die auch Reflexionen voll beriicksich-
tigt, ist fiir die Anwendung kaum von Interesse und
soll hier nicht entwickelt werden. Aber auch deren
allgemeineres Resultat ist so einfach und durchsich-
tig, dall es noch am Schlull des Aufsatzes erortert
werden soll.

I. Experimentelle Voraussetzungen
und theoretisches Ziel

Denken wir uns eine planparallele Kristallplatte,
auf die ein primirer Elektronenstrahl scharf be-
stimmten Impulses (ebene Elektronenwelle) auffallt.
Dann konnen auf der Riickseite der Kristallplatte in-
folge Beugung am Atomgitter abzihlbar viele Strah-
len austreten, deren Richtungen vollkommen be-
stimmt sind durch die Primérrichtung und die geo-
metrische Struktur des Gitters. Die Tangentialkom-
ponenten ihrer Wellenvektoren (bezogen auf die
Kristallgrenzebenen) sind namlich

kSinyhzkt‘f'b/zte (1)

wenn k;=Fksiny, diejenige des primdren Wellen-
vektors ist, und b, die Tangentialkomponenten der
reziproken Gittervektoren, h die Indextripel im rezi-
proken Gitter (d. h. die Beugungsordnungen) sind.
k=1/4 ist die einheitliche Wellenzahl aller Strahlen
im Vakuum. An diesen méglichen Richtungen andert
sich nichts, wenn wir auch zulassen, daf} primar
ebenfalls alle diese Strahlrichtungen in einer Vielfalt
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von Primarstrahlen gleicher Wellenzahl (d. h. Ener-
gie) vorhanden sind (Abb.1). Die Wirkung der
beugenden Kristallplatte ist dann, daf} sie die Am-
plituden der Strahlen hinter der Platte auf die ein-
zelnen Richtungen anders als vor der Platte verteilt.
Richtungen, die vor der Platte ohne Intensitat sind,
konnen hinter der Platte mit Intensitit auftreten
(oder auch umgekehrt). Die Platte transformiert
also die Verteilung der Strahlintensitdt nach Rich-
tungen.

Da jeder Strahl seiner Richtung nach gemafl (1)
durch ein Indextripel /& charakterisiert ist, kann man
die Amplituden der eintretenden und der austreten-
den Strahlen je zu einer einspaltigen Matrix zusam-
menfassen, deren Elemente durch die Indextripel %
numeriert werden [o= (000)]:

Ueo
Ue = l.]eh ’ Ua =

Uao

l.]a.h (2 )

Die Formulierung der Elektronenbeugung mittels
einer Streumatrix bedeutet nun, dal man die Am-
plituden U,; der austretenden Strahlen explizit als
(lineare) Funktion der Amplituden U, der eintre-
tenden Strahlen darstellt. Das kann in der Schreib-
weise geschehen

U.=M-U., (3)

worin I eine quadratische Matrix, die ,,Streu-
matrix“, ist, deren Elemente M, vorgegebene Gro-
Ben (Funktionen der Strahlrichtungen, der Wellen-
zahl k£ und der Kristalleigenschaften) sind. Die li-

neare Transformation der Amplitudenverteilung U,
vor der Platte in eine neue Amplitudenverteilung U,
hinter der Platte wird hier durch die Multiplikation
mit der Streumatrix I ausgedriickt. Bevor wir an
ihre Herleitung gehen, mogen die bisher tibliche Be-
rechnungsmethode fiir die austretenden Strahlen und
ihre Schwierigkeiten beleuchtet werden.

II. Das Vorgehen der dynamischen Beugungs-
theorie

Die iibliche Berechnung nach der dynamischen
Beugungstheorie 2 geschieht gemif} einer Vorschrift,
die folgende Rechnungsschritte umfafit: Mit den vor-
gegebenen Grofien Gj, = cos ¥y,

by, = Vertikalkomponente des reziproken Gitter-

vektors by,

@, = Strukturfaktor (Fourier-Koeffizient des in-

neren Kristallpotentials) zum Indextripel A

wird ein lineares Gleichungssystem

28kGL(Kjz+bi.—kGy) wij= D Dp_guy;  (4)
g

fir alle i aufgestellt, das eine unmittelbare Folge
der ScHrODINGER-Gleichung fiir das periodische Po-
tentialfeld im Kristall und ihres Losungsansatzes
unter gewissen geometrischen Randbedingungen ist.
Die Bedeutung der Unbekannten Kj,, u;; ist fol-
gende: Im Kiristall treten als Fortsetzung der Primar-
strahlen Wellenfelder, numeriert mit j, auf. Ihre Par-
tialwellen haben die Amplituden u;;, und Kj; + b,

°

2 s. z. B. M. v. Lavg, Materiewellen und ihre Interferenzen,
Akadem. Verlagsges. Geest & Portig KG, Leipzig 1948.
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sind die Vertikalkomponenten ihrer Wellenvektoren.
f hingt nur von der Elektronenenergie ab und ist
im Bereich nicht-relativistischer Energie die univer-
selle Konstante 150 Volt A% Da das Gleichungs-
system (4) homogen in den u; ist, gibt es Losun-
gen, bei denen nicht alle u;;=0 sind, nur fir be-
stimmte Werte von K;.. Die K;., die die einzelnen
Wellenfelder charakterisieren, ergeben sich aus der
Bedingung, daf} die Determinante aus den Koeffizien-
ten des Systems (4) gleich O sein muf}. Diese Be-
dingung erweist sich als eine algebraische Gleichung,
deren Losungen die verschiedenen Werte von Kj,
sind. Die Auflosung dieser ,,Sdkulargleichung® des
Systems (4) ist Schritt Nr. I des Verfahrens.

Von den bekannten Werten hiangt es ab, welche
und wieviele Indextripel i als wesentlich in Rech-
nung gestellt werden miissen. um die von der Nahe-
rungsformel (4) gewihrleistete optimale Naherung
des Endresultats zu erzielen. Sind N Indextripel A
[einschl. (000)] als wesentlich erkannt, so umfaf3t
(4) fur jeden Index j N Gleichungen, die N unbe-
kannte w;; miteinander verkniipfen; die Siakular-
gleichung ist dann eine algebraische Gleichung V-ten
Grades. Sind ihre NV Losungen K, bestimmt, so be-
steht Rechenschritt Nr. 2 darin, die zugehorigen Am-
plitudenverhiltnisse w; : u,; aus (4) zu berechnen.
In Schritt Nr. 1 und 2, der Lésung eines ,,Eigen-
wertproblems®, werden dadurch die Struktureigen-
schaften der im Kristall mdoglichen Wellenfelder j be-
stimmt.

Ihre wirkliche Stédrke, d. h. die Partialamplituden
uy; selbst, liefern erst im Rechenschritt Nr. 3 die
Randbedingungen an der Strahleintrittsfldche

_\: uj= Ue/z
i
fur alle A; sie verkniipfen die Amplituden aller Wel-
len mit gleicher Tangentialkomponente /£ sinyy,.
Schliellich geben im Rechenschritt Nr. 4 entspre-

chende Randbedingungen an der Strahlaustrittsflache
Z uhi'exp[—2~7iD (Kj2+b/zz)] (6)
i

=Uy-exp[—2aiD kG,
fiir alle 2 die Amplituden U, der austretenden Wel-
len. D ist die Kristalldicke, und jeder der hier auf-
tretenden Exponentialfaktoren gibt die der Partial-

(5)

welle eigentiimliche Phasenidnderung gegeniiber der
Strahleintrittsfliche wieder.

In den Niherungen (4) bis (6) sind die bei
Durchstrahlung sehr schwachen Reflexionen an den
Grenzflichen vernachléssigt.

H. NIEHRS

Das ganze Rechnungsverfahren ist im Mehrstrahl-
fall, N >2 tberaus kompliziert, und zwar aus zwei
Griinden. Erstens gibt es keine explizite Darstellung
der Losungen einer algebraischen Gleichung N-ten
Grades, wie sie die Sikulargleichung (Rechenschritt
Nr. 1) darstellt. Infolgedessen erscheint auch keine
explizite Darstellung der U,;, moglich. Zweitens be-
stehen fast sdmtliche Rechenvorginge in jedem der
Schritte Nr. 1 bis 3 in der Ausrechnung von Deter-
minanten N-ter Ordnung (je N Zeilen und Spalten).
Die Ausrechnung einer solchen Determinante er-
fordert aber (bei groflerem /N) die Bildung von
N(N +1)/2 Produktsummen, namlich jeweils die
Bildung von N Produktsummen zur Reduktion von
der N-ten zur (N —1)-ten Ordnung. Im Schritt Nr. 1
hat dies fir die Bestimmung eines jeden der N
Werte K, bei jedem Naherungsschritt zu geschehen.
Die Anzahl der notwendigen Ndherungsschritte hingt
zwar von der geschickten Wahl der Ausgangswerte
bzw. der Erfahrung des Rechners ab. In den weni-
gen bisher behandelten Fallen mit groBerem NV hitte
sie aber praktisch nicht unter N —1 gesenkt werden
konnen. Die Losungen K;. der Sikulargleichung
miissen namlich mit hoher Genauigkeit berechnet
werden, wenn man die u;; in den weiteren Rechen-
schritten mit einigermallen befriedigender Genauig-
keit erhalten will. Insgesamt kommt man also nicht
umhin, im Rechenschritt Nr. 1 rund N*/2 Produkt-
summen auszuwerten. Etwa den gleichen Rechenauf-
wand erfordert Schritt Nr.2. Hier sind namlich
N (N —1) Amplitudenverhiltnisse w;; : u,; als Quo-
tienten von Determinanten auszurechnen. Zur Be-
stimmung der Struktureigenschaften der Wellenfel-
der sind daher rund N* Produktsummen zu bilden.

Demgegeniiber spielt der Rechenaufwand in den
Schritten Nr. 3 und 4 keine Rolle mehr, wenn auch
die N Summierungen von je N verschiedenen Ex-
ponentialgliedern nach (6) nicht ganz angenehm
sind. (Schritt Nr. 3 kann nach einem von Nieurs
und WacNEr angegebenen Verfahren praktisch um-
gangen werden 3.)

III. Herleitung der Streumatrix

Die Bestimmung der Wellenfelder im Kristall,
d. h. die Losung des Eigenwertproblems, kann aber
vollstindig umgangen werden durch die Entwicklung
der Streumatrix. (Freilich haben wir der Mathematik
dafiir einen Preis an anderer Stelle zu zahlen. Wir

3 H. Nienrs u. E. H. Wacner, Z. Phys. 143, 285 [1955].
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werden uns spéter zu fragen haben, ob und insbe-
sondere bis zu welchen Kristalldicken dieser Preis
angemessen ist.) Um die Streumatrix zu entwickeln,
schreiben wir die Gleichungssysteme (4) bis (6)
nacheinander in Form je einer Matrixgleichung.
Aus (4) wird

20EG-(-K+B-U-EG- W) =[-U. (7)

1 ist die quadratische Matrix der Elemente u;; (Zei-
lenindex h, Spaltenindex j). T ist die quadratische
Matrix der Elemente V,, = @,_; (Zeilen- und Spal-
tenindizes sind Indextripel & bzw. g). &, B und ®

sind ,,Diagonalmatrizen” bzw. mit den Elementen
ij = sz ) B/!/I == b/[z P G/I/I =COS Yp -

Bei den Matrixmultiplikationen in (7) wird 1l mit §
»spaltenweise“ multipliziert, deshalb tritt § rechts
neben 11. Mit den iibrigen Matrizen wird 1 ,,zeilen-
weise“ multipliziert, deshalb treten sie links neben 11.
Auf der linken Seite treten nur Produkte . auf, in
denen ein Faktor jeweils eine Diagonalmatrix ist.
Bei der Auswertung der Elemente reduziert sich da-
her jedes Element eines Produkts auf das eine, in
(4) vorhandene Glied.

Nach der Matrizenalgebra konnen wir (7) um-
formen in

ca 1 1. 2\ .

u @_(2/),’5@5 1 ﬂ3+k®—%> n (8
oder auch
u-@-u—1=@=2;k®ﬂm+k®_%. (9)

Diese Gleichung bedeutet, dafl das Losungsproblem
in der Matrizensprache darin besteht, eine Trans-
formation zu finden, durch deren Anwendung die
vorgegebene Matrix © in eine Diagonalmatrix §
ubergeht.
Die Randbedingungen (5) an der Strahleintritts-
fliche konnen geschrieben werden
nN-E=U,. (10)
Darin bedeutet E eine einspaltige Matrix (wie U,
und U,), deren simtliche Elemente (mit j zu indi-
zieren) gleich 1 sind. Die Randbedingungen (6) an
der Strahlaustrittsfliche werden entsprechend zusam-
mengefalit zu
exp(—2xiDPB) Uexp(—-2aiDK)E (11)
—exp(—2aiDE®) U,.
Dabei ist die Exponentialfunktion einer Matrix X
definiert durch die unendliche Summe

expX= >
n=0

—. (12)
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Mit dieser Definition gilt aber allgemein

UXn U1 UXU-Hn
AL

=exp(UXUY). (13)
Infolgedessen konnen wir (11) umschreiben in

U,=exp[27iD (kG -D)]

Uexp(X) U 1=

cexp(—2aiDUKUYHYUE (14)
oder mit (10)
U,=exp[2a2iD(EG-D)]
cexp(—2aiDUKU YY) U,. (15)

Auf der rechten Seite tritt nunmehr statt der (ein-
zeln unbekannten) Matrizen 11, & nur das aus (9)
von vornherein bekannte Produkt & auf. Wir erhal-
ten somit das Resultat

U,=exp[2aiD(kS—-DB)]exp(—2aiDS) U,.
(16)

Die Streumatrix J)¢ ist das Produkt der beiden rechts
stehenden Exponentialfaktoren. Der erste ist eine
Diagonalmatrix mit Elementen vom Absolutbetrag 1.
Die Multiplikation mit dieser bewirkt nur eine (zu-
sdtzliche) Phasendnderung der Amplituden U, ge-
geneinander. Fiir die Bestimmung von Intensititen
im Beugungsbild ist dieser Faktor ohne Interesse.
Er wird erst von Bedeutung bei der Bestimmung der
Intensititsverteilung im elektronenmikroskopischen
Bild der Strahlaustrittsfliche, wo sich die verschie-
denen Partialwellen superponieren. Die eigentliche
»Beugungsmatrix“ findet sich im zweiten Exponen-
tialfaktor, der keine Diagonalmatrix mehr ist. (Da
die Exponenten der beiden Faktoren als Matrizen
nicht multiplikativ vertauschbar sind, konnen die
beiden Exponentialfaktoren nicht zu einer Exponen-
tialfunktion der Exponentensumme zusammengezo-
gen werden.)

Fir die Auswertung kann man die in (16) er-
haltene Form der Streumatrix noch vereinfachen.
Unter den iiblichen experimentellen Bedingungen
(keine wesentlichen Strahlen streifend gegen die
Kristallgrenzebenen) sind die Elemente der Dia-
gonalmatrix (k® —B) durchweg sehr groB gegen
die Elemente von &1 28/2 f k und iiberdies nahezu
gleich. & ist also die Summe aus einem groBen Viel-
fachen der Einsmatrix und einer kleinen restlichen
Matrix. Wir definieren daher eine Diagonalmatrix

X=28kGhG-B-cl) (17)

mit einer (positiv reellen) Zahl ¢, die wir so wah-
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len, daB die Summe der Matrixelemente von 5 (ihre
»Spur®) nahe bei Null liegt. Substituieren wir
(k®—2) in (16) mit Hilfe dieser neuen Matrix,

so wird die Streumatrix
M=exp[2aiD(c1+O1F/28k)]
cexp{ —27iD[c1+ G (B+F)/28k]}
—exp(iniD S TELE)
cexp[ —ia 2D BT ETHB+F) ],
(18)
da das Additionstheorem
exp(X+9) =expX-exp))
fiir solche Matrizen X und J) gilt, fiir die X)) =9 X
ist.
Wihlt man ¢ =k Gy=Fk cos 7y, so wird in prak-
tisch hinreichender Nédherung fiir alle 2

th:ﬂ[kz— (k+bh)2] s

und damit Fj; ein geometrisch anschauliches Maf}
fiir die Abweichung der Strahlrichtung K von der
Brace-Bedingung fiir die Abbeugung & (bei der die
Ewavrpsche Ausbreitungskugel durch den reziproken
Gitterpunkt b;, lduft). Diese Fj; sind ,, Anregungs-
fehler“-Potentiale von der Groflenordnung der
D, =V, , haben also die fir I gewiinschte
Eigenschaft.

(19)

IV. Eigenschaften der Streumatrix

Nennen wir zur Abkiirzung den ersten Faktor in
(18), die ,,Phasenmatrix“, I3, den zweiten Faktor L.

Die Diagonalmatrix & ! ¥ im Exponenten von B
hat die Elemente

Fh

-1 (v (w—1
((Sj lS)hlL— P = (lS ©) ) ki (20)

und die Matrix % selbst ist unitar, d. h.
P P=1. (21)

Die Matrix & *(8 + F) im Exponenten von £
hat die Elemente

[G1(B+F) 1= Dot Em (22)
cos ),
und [@_1(%4—%)]0;,:—?—"1" fur g#h.
cos yg
B + ¥ selbst ist Hermitesch, d. h.
(B+F) =B+F; (23)

die adjungierte zu & 1(L+F) lautet dagegen
(B+F) 1. Die adjungierte zu L ist daher [mit

H. NIEHRS

Definition (12) und Anwendung von (13) ]
Q =exp[ialD 1 (BV+F) G 1]
=G explialD G H(V+F)]G!
=Gt

(24)

Aus (24) folgt fiir alle (ganzzahligen) Potenzen
MG =6. (25)

Der resultierende Gesamtstrom durch die Strahl-
austrittsfliche an der Kristallplatte kann nun leicht
mit demjenigen an der Strahleintrittsfliche vergli-
chen werden. Er ist bis auf einen universellen

Faktor
Zcos vu| Uan ]2
7

~U,;-6.U,-U QPG PO,
=U,Q°6QU, =U.GU,

= Z COS Yp * | Ueh |2 . (26)
h

Bei diesen Umformungen haben wir von (21) und
(25) Gebrauch gemacht. Der gesamte Strahlstrom
erscheint also durch die Beugung an der Kristall-
platte unverdndert, wie es nach den Randbedingun-
gen (5) und (6) erwartet werden muf.

Wichtig fiir das Folgende ist noch eine Abschat-
zung iiber die Grofle der Elemente von &2 bzw. Q7.
Die Elemente der Matrix (25) sind

D cosyy [(2") ga |2 =cos ys . (27)

g

Da cos y, fiir alle & im betrachteten Lave-Fall positiv
ist, gilt dies auch fiir jedes Summenglied in (27),

d. h.

cros}{;l
cos yg

74
I(D”)yh| —<_: ] (28)
Unter den friher genannten Bedingungen liegt das
rechts stehende Verhaltnis der Cosinus-Werte stets
in der Groflenordnung 1. Auch eine Potenzierung
der Matrix £ 1aBt also deren Elementbetrdge nicht
tber die durch (28) gegebene Schranke hinaus
wachsen.

Die Darstellung (16) erlaubt in einfacher Weise
Schliisse auf das Ergebnis einer Inversion des Strah-
lenganges (Umkehrung der Kristalldicke von D in
— D) und auf die Giiltigkeitsschranken der Frieper-
schen Regel (vgl. Anm. %), worauf hier aber nicht
niher eingegangen werden soll.

4 H. Nienrs, Z. Phys. 140, 106 [1955].
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V. Auswertung und Verwendung der Streumatrix

Es ist nun zu iberlegen, ob und wie die Streu-
matrix praktisch gehandhabt, ausgewertet und ver-
wendet werden kann. Die Phasenmatrix 9§ macht als
Diagonalmatrix iiberhaupt keine Schwierigkeiten.
Fiir die eigentliche Streumatrix O mufl man auf die
Definition (12) zuriickgreifen. Danach ist

o= i Al DAY (g B4 )]

(29)
- Bt i —SulBP g,
mit den HermitEschen Koeffizientenmatrizen
W=, =(B+F)- [G1(B+F) 1" 1. (30)

Da diese im N-Strahlfall von der Ordnung N sind, er-
fordert ihre sukzessive Bestimmung (aufler fir n=0
und n=1) jeweils die Auswertung von N (N +1)/2
Produktsummen. (Der Rechenaufwand der Multipli-
kation mit einer Diagonalmatrix ist demgegeniiber
unerheblich.) Die fir die praktische Verwendbarkeit
entscheidende Frage ist, wieviele Glieder der Potenz-
reihe man braucht.

Die weitaus grofiten Elemente der Koeffizienten-
matrix 9; werden stets von der Matrix ¥ herrithren
und daher in der Diagonale stehen, wéhrend die
iibrigen Elemente (bei passender Anordnung der
Zeilen und Spalten) mit zunehmendem Abstand von
der Diagonale rasch abnehmen. Die groBten Ele-
mente von 2, werden sich daher annihernd wie
die Potenzen F" des griBten Elements F von A
verhalten. Die groflten Elemente der Matrixsummen-
glieder in der Reihenentwicklung von (29) werden
also, wenn

Z-aiDB 1 F=1 (31)

ist, zunachst bis etwa zum Glied n~Z anwachsen
und etwa die GroBe Z%/Z! erreichen, wihrend ihre
Summe selbst nach (29) von der Groflenordnung 1
bleibt. Fiir Z>1 ist daher die Berechnung von
durch Reihenentwicklung unrationell. Giinstiger ver-
fahrt man nach dem Rechenschema

QD) = [Q(D[m)]™,

d. h. die Exponentialreihe wird nur fiir eine hin-
reichend kleine Kristalldicke D/m angesetzt, der
Wert fiir D dagegen durch anschlielende Potenzie-
rung bestimmt.

Mit der geringsten Gesamtzahl von Matrixmulti-
plikationen kommt man aus, wenn man eine (ganze,
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nicht-negative) Zahl » so wahlt, dall 2" =m ~e Z ist.
Um fiir 2 (D/2”) mit solchem » die Elementfehler
<1073 zu halten, geniigt es, die Summierung (29)
bis n =4 durchzufiihren. Dazu sind 3 Matrixmultipli-
kationen notwendig, die auf Hermiresche Matrix-
produkte fithren. Hinzu kommen v=IgeZ/lg2
Quadrierungen von Matrizen, die den Beziehungen
(25) und (28) gehorchen. Die Gesamtzahl der bei
diesem Vorgehen erforderlichen Produktsummen-
bildungen ist demnach

3 NN+1) |, lgeZ pp

- 157 gegeniiber NV*;

Produktsummenbildungen als Hauptrechenaufwand
beim Eigenwertverfahren (vgl. Abschn.II). Ganz
iberschlagig ist hiernach das Streumatrixverfahren
vorteilhafter als das Eigenwertverfahren, wenn

ADF <(N2

lgeZ=lg 5o a2

2) lg 2 (32)
ist. Nehmen wir ein Beispiel: Fiir 4 = 0,05 A,
D =400 A und einer Differenz der extremen ;-
Elemente =2 F =100 Volt wird eZ =58, so dal}
v =6 zu wahlen ist. Die Anzahl der erforderlichen

Produktsummenbildungen wird dann

fir N = 3 4 5 6
beim Eigenwert-
verfahren Nt = 81 256 625 1296
beim Streu- .
mate Sl o 78 126 195 279
verfahren

Dieser Vergleich verdeutlicht die Uberlegenheit des
Streumatrixverfahrens fiir alle praktisch vorkom-
menden Mehrstrahlfélle.

Bei einem Vergleich der beiden Verfahren wird
aber vornehmlich auch der Gesichtspunkt der Pro-
grammierung von Gewicht sein. Wahrend das Eigen-
wertverfahren vier verschiedenartige Bestimmungs-
schritte, sukzessive Approximationen, zahlreich ein-
geschaltete Divisionen bei der Auswertung der De-
terminanten und andere Rechengdnge umfafit, ver-
laufen die Rechnungen beim Streumatrixverfahren
fast durchweg nach einheitlichem Programm vor-
wirts: Multiplikation von Matrizen gleicher Ord-
nung. Ob mit oder ohne Benutzung von Rechen-
maschinen, bedeutet das verminderte Programm-
arbeit, weniger Umstellungen in der Aufmerksamkeit
des Rechners und geringere Wahrscheinlichkeit von
Ubertragungsfehlern.
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Fir den Fall, dal nur eine Primarwelle auf die
Kristallplatte fallt, bleibt nur eine Spalte der Streu-
matrix von Bedeutung. Dann liegt der Gedanke nahe.
den Rechenumfang noch dadurch zu vermindern, daf3
man allgemeine Formeln fiir die Koeffizientenmatri-
zen I, tabelliert zur Verfiigung stellt. Wenn man
diese entsprechend dem angegebenen Rechenvorgang
nur bis n=4 benotigt, ist die Textierung solcher
Formeln noch durchfithrbar. (Fir groflere n nimmt
sie rasch ungeheuerliche rdaumliche Ausmalfle an!)
Fir Z<1, wo keine Potenzierungen der Matrix-
summe (29) notig sind, wird man dann auch nur
je eine Spalte der Matrizen 9(, brauchen.

VI. Matrixoperatoren fiir die Einzelprozesse
an den Grenzflachen

Zum Abschluf} noch einige aufschlufireiche und an-
schauliche Ergebnisse, die aus der dynamischen
Beugungstheorie streng, ohne die iiblichen Vernach-
lassigungen der Reflexionen, gefolgert werden kon-
nen. Das gesamte Geschehen an der Kristallplatte
setzt sich aus vielfachen Reflexions- und Brechungs-
prozessen zusammen, die schematisch in Abb. 2 ge-

AN

- Kristall

_*k

RECaN

h=-3-2-1 0+1+2+3

Abb. 2. Aufeinanderfolge der Prozesse und deren Operatoren:
Reflexionen mit N und R’; Durchldufe unter Beugung mit
Q und Q’; Austritte unter Reflexionsverlust mit 1—R’R
und 1—R N’; Phasenverschiebung P nach Austritt an der
Riickfliche. Die Pfeile bedeuten ganze Strahlbiindel.

trennt skizziert sind. Jeder Pfeil bedeutet hier:
auflerhalb der Kristallplatte ein ganzes Biindel von
Strahlen verschiedener Richtungen, wie sie in Abb. 1
einzeln angedeutet waren; innerhalb der Kristall-
platte ein ganzes Biindel von Wellenfeldern verschie-
dener Strahlrichtungen. Die Pfeile bedeuten also
nicht diskrete Strahlrichtungen selbst, sondern kenn-
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zeichnen nur den Lauf ganzer Biindel entweder in
Richtung von der Vorderflache zur Riickfliche oder
aber umgekehrt und damit die Aufeinanderfolge von
Reflexions- und Brechungsprozessen. Macht man
diese Unterscheidung, insbesondere der Strahlrich-
tungen von Wellenfeldern, von vornherein im An-
satz der Randbedingungen an den Grenzflichen (be-
trachtet also nicht das dynamische Gleichgewicht aller
sich iberlagernden Wellen), so kann man die Matrix-
operatoren fiir die einzelnen Prozesse entwickeln.

Als erstes ldf3t sich ein Reflexionsoperator ) fiir
die (unmittelbare) Reflexion von Strahlbiindeln ge-
winnen, die von der Vorderseite des Kristalls her
anlaufen und nach dieser zuriickgeworfen werden.
N transformiert also die Amplitudenverteilung des
anlaufenden Strahlbiindels in diejenige des reflek-
tierten. Dieser Operator ist bestimmt durch eine
Matrixgleichung

77;]&-(14—51{)@5'1%(1+St)+§R(k®—%) (33)
+kG+B)NRN=0.

Wegen der vorher erorterten Eigenschaften von
k& — B kann diese Gleichung nach it in Form einer
Potenzreihe aufgelost werden. Sie beginnt

f=— 028+, <1,

F (34)

d. h. simtliche Elemente von ) sind klein gegen 1;
nur ein kleiner Bruchteil der anlaufenden Strahlung
wird reflektiert.

Als zweites kann ein Beugungsoperator

Q:exp(—Q.‘liDz) (35)

mit  G= 2 GTIBA+M +kG-B  (36)
ermittelt werden (Abschnitt V enthielt die Naherung
bei Vernachlassigung von ). Er beschreibt die
Transformation eines Strahlbiindels durch Beugung
beim Durchlauf durch den Kristall von der Vorder-

flache zur Rickflache.

Zu N, S und Q gibt es entsprechende Operatoren
N, " und Q fiir die Transformationen von Strahl-
biindeln, die in Richtung von der Rickflache zur
Vorderflaiche laufen. IThre Definition unterscheidet
sich von denen der erstgenannten [(33) bis (36) ]
lediglich dadurch, dal +® durch —® und +D

durch — D zu ersetzen sind.

Der Austritt von Strahlbiindeln aus dem Kristall

an der Vorderfliche bzw. an der Riickfliche wird
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noch ,,begleitet” von Operatoren
(1-RK) A-R'AR).

Sie korrigieren nachtriglich summarisch die Re-
flexionsverluste, die beim Eintritt und Austritt an
den Grenzflachen entstehen.

Schlielich kommt speziell beim Austritt aus der
Riickflaiche noch der schon frither behandelte Phasen-
operator 3 hinzu, der davon herriihrt, daf} die Pha-
sen samtlicher Strahlen einheitlich auf die Vorder-
fliche bezogen sind.

bzw.

Wir stellen nun als Beispiel den Gesamtoperator
zusammen fiir die Umwandlung eines Strahlbiindels
nach Eintritt in den Kristall an der Vorderflache
+ Durchlauf zur Riickflache + Reflexion dortselbst
+ Durchlauf zur Vorderflache 4+ Reflexion dortselbst
+ Durchlauf zur Riickflache + Austritt dortselbst:
(Von rechts nach links zu lesen)

PA-FR QR RQ.

Da sich alle (nach verschieden oft wiederholter in-
nerer Reflexion) aus der Riickfliche austretenden
Strahlbiindel additiv superponieren, ist die Matrix
der resultierend austretenden Strahlen
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U=PA-RRH QS QR T,
n=0

=PA-FR QA-R Q' RQ)~1.U,. (37)
Die gendherte Gl. (16) vernachlassigte rechts den
2. und den 4. Faktor.

Auf analoge Weise stellen wir den Operator fiir
die an der Vorderfliche austretenden Strahlbiindel
zusammen und erhalten durch Summation die Matrix
der resultierend reflektierten Strahlen

U= |[R-1-RR)QU RO D (RO RQ)"|U,
n=0

=[R-1-RAR)Q'RQA-R Q"R Q) 1U..
(38)
Zu den gleichen Formeln gelangt man, wenn man
in den Randbedingungen von vornherein nur das
dynamische Gleichgewicht der resultierenden Strahl-
biindel ansetzt, ohne Strahlrichtungen im Kristall
und Prozefifolgen in Betracht zu ziehen. Die ent-
wickelten Formeln fiir Einzelprozesse gestatten aber
eine kausal-anschauliche Deutung des Strahlengleich-
gewichts und die Ubertragung auf solche (praktisch
bisher uninteressanten) Fille, in denen der Strahl-
austritt an mehreren Stellen lokalisiert erfolgt.

Der Einfluf} der individuellen Feldkomponente
auf die Elektronenemission der Metalle*
Von G. Ecker und K. G. M#LLER

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitit Bonn
(Z. Naturforschg. 14 a, 511—520 [1959] ; eingegangen am 25. Februar 1959)

This investigation considers the field electron emission of metals under the influence of space
charges. Usually the field action of the space charge is taken into account by the average field F cal-
culated from the Poisson equation. However the statistical distribution of the charge carriers causes
field fluctuations on the surface of the metal. As the current density j depends exponentially on the
field strength F, these fluctuations yield strong deviations from the relation j == j(F), where j is the
average current density. Accounting for the individual field component we find that in a certain range
of space charge density the average current density j is increased by several orders of magnitude. In
the application this effect proves to be of great interest relative to the existence of the field arc.

Die Befreiung von Elektronen aus dem Inneren
der Metalle ist von Bedeutung fiir viele Probleme
der Physik. Zwei Prozesse, die sowohl getrennt wie
auch gemeinsam wirken konnen, sind in diesem Zu-
sammenhang von besonderer Bedeutung: die Tem-
peraturemission einerseits und die Feldemission an-
dererseits. Bei der Herleitung der entsprechenden

* This research was supported in part by the United States
Department of Army, through its European Research Of-
fice.

Emissionsgesetze wird stets ein tber die Oberfliche
des Metalls konstantes Feld vorausgesetzt. Diese
Annahme trifft bei vielen experimentellen Anordnun-
gen zu oder stellt zumindest eine gute Naherung dar,
wenn die mittlere Stromdichte mit der Stromdichte
des mittleren Feldes identifiziert werden kann.

Wir untersuchen hier den Fall, da} die Felder an
der Metalloberflache durch Ionenraumladungen er-
zeugt werden. Die Schwankungen der Raumladungs-
dichte verursachen Schwankungen des Feldes, die



